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1 Einfiihrung

Wer sich mit Diskriminanzanalyse beschiftigt stosst immer wieder auf verschiedene
Wege zur Herleitung der Losung der Diskriminanzfunktion. Diese Beweisfiihrun-
gen und Herleitungen werden in diesem Aufsatz ausfiihrlich zusammengefasst
und beschrieben. Kapitel 2 beschreibt die Ziele und die Notation der linearen
Diskriminanzanalyse (LDA). Der Bezug zur Varianzanalyse und die Formeln zur
Bestimmung der Diskriminanzkoeffizienten mittels Losung des Rayleigh-Quotienten
nach dem Satz von Courant-Fischer werden hergeleitet und sind in den Appen-
dices A und B ausfiihrlich beschrieben.

keywords

LDA, linear discriminant analysis, ausformulierte Herleitungen, formulated deriva-
tions, proof with Courant-Fischer theorem.



2 Lineare Diskriminanzanalyse LDA

2.1 Einfiihrung in die LDA

Nach Kosfeld, R (2018), Skript Vorlesung *Multivariate Statistik’, Universitét
Kassel !

Die lineare Diskriminanzanalyse, LDA, ist eine statistische Methode, welche
einerseits die Diskrimination und andrerseits die Klassifikation von Gruppen
von Daten (mit verschiedenen Objekten) ermoglicht und zwei Ziele verfolgt:

1. Angewandt zur Diskrimination (zum Trennen) konnen mittels LDA die beiden
folgenden Fragestellungen untersucht werden:

- Konnen die vorgegebenen Gruppen mit Hilfe metrisch skalierter Variablen sig-
nifikant voneinander getrennt bezw. erklirt werden? D.h. unterscheiden sich
die Gruppen signifikant?

- Welche der metrisch skalierten Variablen sind fiir die Trennung der Gruppen von
besonderer Relevanz? D.h. wie lassen sich die Gruppenunterschiede erkldren?

2. Angewandt zur Klassifikation (zum Einordnen) erhilt man mittels LDA Antwor-
ten auf die folgende Frage:

- In welcher Gruppe ist eine neue Untersuchungseinheit (d.h. ein neuer Beobach-
tunswert), deren Gruppenzugehorigkeit nicht bekannt ist, aufgrund ihrer Merk-
malsausprigungen bei den metrisch skalierten Merkmalsvariablen einzuordnen.

Die Idee der LDA (genauer der linearen multivariaten Diskriminanzanalyse) besteht
darin, mehrere Merkmalsvariablen unter Wahrung eines minimalen Informationsver-
lustes durch eine Linearkombination einer einzigen Variable zu erfassen.

Notation der Variablen und Indizes

Grosse Abk. Index max.Wert Bereich

Gruppe G j g 1<j<g
Objekt 0] i nj 1 <i<n;
Merkmal X k m 1<k<m
Allgemeiner Fall

Gegeben seien Datensidtze von Merkmalsvariablen verschiedener Gruppen. Die
Merkmalsvariablen, die an einzelnen Objekten gemessen werden, sind z.B. gemiss
einer oft zitierten Anwendung Lingen und Breiten der Kron- und Kelchblitter
verschiedener Iris-Arten (Gruppen): sepal length, sepal width, petal length, petal
width. Die untersuchten Iris-Arten (Gruppen) seien I. setosa, 1. versicolor, I. vir-
ginica. Eine Linearkombination der Merkmalsvariablen, die diese Gruppen opti-
mal trennt heisst Diskriminanzfunktion (Trennfunktion).



Im allgemeinen Fall lautet diese:
D:ao—l—a1X1+612X2+...—|-ank 2-1)
wobei gilt:

D = Diskriminanzfunktion

X, = Merkmalsvariable, kurz Merkmal mit (k= 1,...,m)
aj = Diskriminanzkoeffizient fiir Merkmalsvariable Xj
aop = Konstantes Glied

Abb. 1: Geometrische Idee der Diskriminanzanalyse:

Erléuterung:

- idealtypische Haufig-
keitsverteilung der Grup-
pele

——— idealtypische Haufig-
keitsverteilung der Grup-
pe20

® Gruppenzentroid
(Gruppenschwerpunkt)

Die Linearkombination, die die beiden Merkmale X; und X, optimal trennen soll,
lautet im Zwei-Gruppen-Fall:

D=ag+a1 X +aX, (2-2)

Geometrisch interpretiert, wird das Koordinatensystem um den Winkel o gedreht,
wobei @ den Winkel zwischen der alten und der neuen Achse darstellt (siche
Abb. 1). Gemiss der Formel der Rotation des Koordinatensystems ist a; = cosa
und a; = sina. Es gilt a% —|—a% =1.

2.2 Berechnung der Diskriminanzwerte d;

Die Funktion D definiert die Diskriminanzachse d (siehe Abb. 1). Die orthogo-
nale Projektion der individuellen Beobachtungswerte der Objekte auf d ergibt die



Diskriminanzwerte d; (engl. scores) der Objekte auf dieser Achse. Diese sind
gegeben durch:

di=ag+aixj+ ...+ arxj (2-3)
mit der Verschiebung aus dem Ursprung ao und den Beobachtungswerten x;q, ..., Xk

des i-ten Objektes. Diese Schreibweise bietet sich fiir die Untersuchung mit noch
nicht klassifizierten Objekten an.

Allgemein gilt dann:

xjik fiir den Beobachtungswertdes i-ten Objektes in der j-ten Gruppe beim Merk-
mal X, also die Werte auf den urspriinglichen Achsen,

sowie

dj; fiir den Diskriminanzwert des i-ten Objektes in der j-tenGruppe
mit j = 1,..., g Gruppen
und i = 1,...,n; Objekten pro Gruppe

ergibt die Diskriminanzfunktion fiir den Fall mit zwei Merkmalen:
dji = ag+a1xji +axxjp (2-4)

Beispiel: Im beriihmten Iris Datensatz von Fisher konnen z.B. sinnvollerweise die
Menge {Bliitenldnge, Bliitenbreite, Kelchlinge, Kelchbreite} den Merkmalsvari-
ablen (engl. features) und die Menge der Arten {setosa, versicolor, virginica} den
Gruppen (engl. classes) zugeordnet werden.

z.B. Xjik = X(class setosa, sample #20, sepal length)

Nomenklatur (auf Diskriminanzachse)

Ziel der LDA ist es, die m Merkmale Xi(k = 1,...,m) der g Gruppen G;(j =
1,...,g) mit je ny Objekten O;(i = 1,...,ng) zu reduzieren und durch die eindimen-
sionale Grosse dj; auszudriicken, also

Gruppe 1: dy1, di2,...,d1,, mit Mittelwert d,
Gruppe 2: da1, da2, ...,d>,, mit Mittelwert d>

Gruppe j: dj1, dja,...,djn,; mit Mittelwert d b

Gruppe g: dg1, dg, ..., dgn, mit Mittelwert d_g.
Bei Beschrinkung auf Zwei-Gruppen-Fall:

Gruppe 1: dy1, d12,...,d1,, mit Mittelwert d,
Gruppe 2: dy1, dy2, ...,d>,, mit Mittelwert d>.



2.3 Losung der Diskriminanzfunktion

2.3.1 Prinzip gemiss ANOVA

LDA und ANOVA (Analysis of Variance) sind beziiglich der mathematischen
Prinzipien identisch. Das Prinzip der Varianzanalyse wird in Appendix A niher
erldutert und ldsst sich sinngemadss direkt auf die LDA iibertragen, wovon wir hier
Gebrauch machen werden.

Mit der einfache Varianzanalyse (ANOVA = Analysis of Variance) wird die Hy-
pothese gepriift, ob die Mittelwerte zweier oder mehrerer Stichproben identisch
sind, welche aus normalverteilten Grundgesamtheiten gezogen werden und welche
denselben Mittelwert besitzen.

Fiir eine Variable X mit mehreren Gruppen g gilt allgemein:

g N 5 , & U )
Y Y (=%t =) ni(%—%)°+) Y (xji—%)) (2-5)
j=li=1 j=1 j=li=1
Dies entspricht der Streuungszerlegung
Ts = Bs + W, (2-6)

mit

Ts = Gesamtvarianz

Bg = Varianz (Streung) zwischen (between) den Mittelwerten der Gruppen
Ws = gepoolte™ Varianz(Streung) innerhalb (within) der Gruppen

* gepoolt bedeutet hier: Varianz der Gruppen zusammengefiihrt

Entsprechend lautet diese Zerlegung in der LDA:
T, =B, +W,. (2-7)

In Erweiterung des bekannten t-Tests wird das Verhiltnis der Varianz zwischen
den Mittelwerten der Gruppen und der gepoolten Varianzen innerhalb der Grup-
pen mit einem F-Test auf Signifikanz gepriift. Dieses bei der ANOVA verwendete
Verhiltnis wird bei der LDA als Diskriminanzkriterium = A bezeichnet. Bei guter
Trennung ist die Varianz zwischen den Mittelwerten moglichst gross und die Var-
ianz innerhalb der Gruppen moglichst klein = gesucht ist das Maximum von A.
Anstelle der Werte x der Variablen X werden fiir die LDA die Werte d der Diskrim-
inanzfunktion D entsprechend angewendet:

Streuung zwischen den Gruppen der Werte auf Diskriminanzachse

g -— —
By=Y n;(d; —d)% (2-8)
j=1

Appendix A



Streuung innerhalb der Gruppen

g N _
Wy=Y Y (dji—d))>* (2-9)

j=li=1

Das Ziel einer optimalen Trennung kann erreicht werden, wenn das Diskrimi-
nanzkriterium A maximiert wird, d.h. A = g,—j — Max!

_Ba _ YS_ynj-(dj—d)’
Wa X557, (dji—d))?

(2-10)

2.3.2 Mathematischer Hintergrund

a. Notwendige Erweiterung der Notation
b. Bilden der Streumatrizen (Covarianzmatrixen) B und W zu den Varianzen von
Bd und Wd.

g - -
c. Umformung von B; = Z ng(dj—d)*=a'-B-a
j=1
g 1 _
d. Umformung von W, = ¥ Y (dji—d;)*=a'-W-a
j=li=1
e. Maximierung von A
f. Berechnung der Diskriminanzkoeffizienten

2.3.2.a Notwendige Erweiterung der Notation

Darstellung der Diskriminanzfunktion in Matrizenform

Fiir die Berechnung der Streumatrizen und zur Darstellung der Diskriminanzfunk-
tion ist es sinnvoll, den Datensatz X und die Diskriminanzkoeffizienten a in Ma-
trizenform resp. als Vektoren darzustellen:

d1 ap aj X111 X12 .- Xim
d> aop a X1 X2 ... Xop
d= , 40 = . , 4= ’ X=
dy ao am Xnl Xn2 -+ Xnm
2-11)

Fiir n Untersuchungsobjekte in einer Gruppe und m Merkmalsvariablen resultiert
eine (n x m) Matrix X mit n Zeilen und m Spalten.

Aus der Diskriminanzfunktion berechnen sich dann allgemein die Diskriminanz-
werte:
d=ap+X-a, (2-12a)

resp. fiir eine Gruppe;:



d; = ap + Xj-a. (2-12b)
Das i-te Objekt der j-ten Gruppe berechnet sich also:
dj,-:ao—l—alxﬁl—|—a2xj,'2+...+amxﬁm (2-13)
Merkmalsvektor

Der Vektor x;; enthéilt als Elemente die k = 1,...,m Merkmale der i-ten Beobach-
tung einer Gruppe j:
Xjil
Xii2
xi=| 7 (2-14)

Xjim

Darstellung der Mittelwerte in Vektorform

Diese Notation betrifft immer Beobachtungen und eine Gruppe, und es wird dann
innerhalb und iiber Gruppen summiert. Zeilen von X; enthalten dann die Werte
des k-ten Merkmales der j-ten Gruppe. Zeilen von X enthalten die Mittelwerte des
k-ten Merkmales iiber alle Gruppen.

Fiir j = 1 und k = 2 schreibt man beispielsweise:

Gruppenmittelwerte Gesamtmittelwerte
- X1 Gi,X _ x; alle G, X
X1 = ( X2 G1,Xp ) fesp. X = ( X, alle G, X, ) (2-15)

2.3.2.b Bilden der Streumatrizen (Covarianzmatrizen) B und W zu den Varianzen
von B; und W,.

Streumatrix B

Bei 2 Merkmalen ergibt sich eine (2 x 2) - Streumatrix, allgemein ist sie vom Typ
(k x k).

Die Berechnung der Streumatrix B der Zwischenquadratsummen fiir eine Gruppe
ergibt sich aus dem dyadischen Produkt der Differenz zwischen dem Vektor der
Gruppenmittelwerte und dem Vektor der Gesamtmittelwerte, dann iiber alle Grup-
pen summiert. Unter Verwendung der unter (2-15) eingefiihrten Notation finden
wir fiir die Gruppe 1:

— — X1 —X _ - - -
nl-(xl—x)(xl—x)’:n1-< H 1>(x11—)€1 X12 — X2 )/

X2 — X
_ { ny- (%11 —%)? ny - (¥ —X1) (12 — ) (2-16)
ny - (X12 —%2)(X11 — X1) ny - (X1 — )2



Bei mehreren Gruppen, d.h. j > 2, werden die Elemente der Matrix iiber die
Gruppen summiert. Mit k = 2 Merkmalen hat die Streumatrix B zwischen den
Gruppen folgende Gestalt:

g
Z —i)/ , resp. in Matrizenform:
g
Zn] le—xl) Z le—xl sz—)fz)
B=| , /=1 2 (2-17)
an-(sz—fz)(fjl—fl) Z sz—xz

J=1

Streumatrix W

Die Streumatrix W wird innerhalb der Gruppen gebildet. Die Berechnung fiir eine
Gruppe erfolgt als dyadisches Produkt der Differenz zwischen Merkmalsvektor
(2-14) und dem Vektor der Gruppenmittelwerte (2-15), dann iiber alle Gruppen
summiert:

g
Z Z Xjil — x]l 2 Z . (xjil _fl)<xﬁ2 _ij)

W = ,,f.: i=1 j=ti=t (2-18)

g
2.3.2.c Umformung von B; = Z nj(d;— d)?=a"-B-a
j=1

Der Gruppenmittelwert auf der Diskriminanzachse berechnet sich aus der Diskrimi-
nanzfunktion wie folgt:

:_Zdﬂ = _ZaXJl:a_ZXJl = a’-x;. (2-19)

I’ljl

Der Vektor X; bildet die Koordinaten des Gruppenzentroids im X-Raum
dh. d j = Abbildung von X; aufd.

Der Gesamtmittelwert auf der Diskriminanzachse berechnet sich aus der Diskrimi-



nanzfunktion wie folgt:

szﬂ = Zzaxp Z‘f

jlnfjll jlnfjll

Der Vektor X bildet die Koordinaten des Gesamtzentroids im X-Raum.
d.h. d = Abbildung von X auf d.

Unter Anwendung von (2-19) und (2-20) kann B, nun notiert werden als:

g
Bd—Zn]d —d) :Z (a'%; —a'x)? Zn]{a —X}—Zn]bb’

=1
J —

g 8
=Y nj-a(%—X)(Xj—%)a=2a") n;(%;—X)(};—X)a=a"-B-a
i TT j=1

B

g - —-—
— By= )Y nj(dj—d)*=a-B-a qed. (2-21)
j=1
8 g _
2.3.2.d Umformung von W; = Z Z(dﬂ - a’j)2 =a-W-a
n=1i=1

Unter Anwendung von (2-20) kann W; nun notiert werden als:

g nj g N
Wy = (dji—d;)? = (a'xji — a'%;)* = {a'(x;i — %)}
]:2'1;:1 j:zlz:l ]:211:1 T
g nj , g N , /g nj ,
= Z b-b = Z Za (Xji — X;j) (Xgi —Xj)a=a Z (x5i —X;) (x5 — X;) ' a
j=1i=1 j=li=1 """ M o j=1i=1
W
8 g
— Wy=Y Y (dji—d;)* =a - W-a qed (2-22)

2.3.2.e Maximierung von A

Die unter 2.3.2.c und 2.3.2.d hergeleiteten Umformungen erlauben nun die Maxi-
mierung des Diskriminanzkriteriums A:

a-B-a
A= 7 Woa — max! (2-23)

10



Das Diskriminanzkriterium A ist im Hinblick auf die Diskriminanzkoeffizien-
ten ay, ag,..., ay so zu maximieren, d.h. die Diskriminanzkoeffizienten sind so
zu bestimmen, dass das Verhiltnis aus der Streuung zwischen den Gruppen (B,)
und der Streuung innerhalb der Gruppen (W,;) maximal wird.

A wird maximal, wenn die 1. Ableitung (Gradient) von A(a), die einen Vektor
ergibt, gleich dem Nullvektor gesetzt wird:

d dra -B-a
52 = 3alwwoal =° 24
Gemaiss Quotientenregel folgt:
/ a / / 8 /
[a'W~a]~£[a«B-a} — [a'B'a}-E[a'Wa] =0 (2-25)

Die verbleibenden Ableitungen erfolgen nach den Regeln der Ableitung des Rayleigh-

Quotienten nach dem Satz von Courant-Fischer (siche Appendix B). Appendix B
Man erhilt:
9 [ 9 1
> [a"-B-a] = 2Ba, resp. 3 [a-W-a] = 2Wa (2-26)

Der Ausdruck fiir die Maximierung von (2-25) vereinfacht sich somit zu:
[a"-W-a2Ba] — [a’-B-a|2Wa = 0 (2-27)

Division durch [a’- W - a] ergibt

[a’- W -a] [a’-B-a B
—[a’-W-a]Ba — —[a’-W~a]Wa =0 (2-28)
A

Durch Verwendung der Definition von A (2-23) erhalten wir weiter durch Umfor-
men ein Eigenwertproblem:
Ba — AWa =00 — | -W!
— WIBa—-AWlwa=0
~—— S——
Eigenmatrix I

(W’IB ) -1) a=0 (2-29)

11



Die Losung dieses allg. Eigenwertproblemes ergibt a als Eigenvektor zum grossten
Eigenwert von [W~1B].

— A = Eigenwert des Eigenwertproblems

a = dazugehoriger Eigenvektor.

2.3.2.f Berechnung der Diskriminanzkoeffizienten

Aus Gleichung (2-29) konnen fiir nicht-triviale Losungen, d.h. a # 0, die Eigen-
werte A bestimmt werden. Bedingung ist, dass die Determinante dieser Gleichung

0 sein muss, also:
('WIB - 21|=0 (2-30)

Einsetzen des grosstem Eigenwerts in Gleichung (2-30) bestimmt den zugehorigen
Eigenvektor.

In der Regel wird dieser Eigenvektor auf 1 normiert, so dass gilt:
m
ala=Ya =af +a;+ ... +al =1 (2-31)
=1

Diese Art der Normierung ist im Falle der LDA ungiinstig und man wéhlt eine
andere, wie im anschliessenden Kapitel 2.4 gezeigt wird.

2.4 Normierung der Koeffizienten

Anstelle der iiblichen Normierung wird fiir Diskriminanzanalyse eine andere Art
der Normierung gewihlt. Hier soll die gepoolte Varianz der Diskriminanzvari-

ablen 1 sein: .
(s2)™ =1 (2-32)

8 g _
Die Streuung innerhalb der Gruppen W, = Y Y (dji —d;)* der Diskriminanz-
j=li=1
werte (2-9) als a’ - W - a wurde in Kapitel 2.3.2.d hergeleitet:

g
Gefordert wird nun mit n = Z nj:

j=1
2y pool 1 !
(s7)" = Wy =1 (2-33)
n—g
Daraus folgt:
W, = (a’-W-a) = (n—g), (2-34)

wobei n die Gesamtzahl der Objekte und g die Anzahl der Gruppen festlegt. Diese

12



Normierung standardisiert die gepoolte Varianz auf 1. Allfdllige Unterschiede der
Streuungen zwischen den Gruppen konnen damit ausgeglichen werden.

Mittels der Transformation von a auf a kann die Bedingung von (2-33) erzielt
werden. Gesucht ist also die Proportionalitidtskonstante 7y, welche wir durch ein-
setzen finden:

, ! N n—g
-a-W-a=n— auflosen nach y = = _— 2-35
Y- , g | Y= Y= awa @39
Skalar
Normierten Diskriminanzkoeffizienten transformiert:
) C . ) o n—g
normierte Diskriminanzkoeffizienten a = 7 W.a a (2-36)
a-W-a

Fiir die Ermittlung der normierten Diskriminanzkoeffizienten wird lediglich ein
bestehender Losungvektor a mit einer Konstanten y multipliziert. D.h. diese
Transformation wirkt sich nicht auf Lage, sondern lediglich auf Skalierung der
d-Werte aus.

2.5 Festlegen der definitiven Diskriminanzfunktion

Konstante ay wird so bestimmt, dass der Gesamtmittelwert der Diskriminanz-
-
werte O wird - d = 0

Notation (2-12a) der Diskriminanzfunktion wird damit zu:

ag+X-G= 0 ((S%i)pm)l L 1),
e ay = —X-d (2-37)

Damit wird der kritische Diskriminanzwert d. = 0. Im weiteren erhilt man
dadurch die Konstante ap sowie die normierten Diskriminanzwerte a; (j =
1,...,m) mit dem Mittelwert O und der gepoolten Varianz von eins.Die Diskrim-
inazwerte werden jetzt in Einheiten der Standardabweichung von den Gruppen-
zentroiden gemessen.

Die Die normierte Diskriminanzfunktion lautet somit:
d =a) + X-a (2-38)

Konstante ag hat keinen Einfluss auf Streuung der Diskriminazwerte. Sie bewirkt
lediglich eine Skalenverschiebung der Diskriminanzwerte.

13



2.6 Standardisierte Diskriminanzfunktion

Normierte Diskriminanzkoeffizienten werden durch Masseinheiten und Streu-
ungen der Variablen beeinflusst. Zur Ermittlung der Bedeutungsrangfolge ist die
Ausschaltung dieser Dimensionen vorteilhaft, was durch eine Standardisierung
der Diskriminanzkoeffizienten erfolgt.

standardisierter Diskrimininanzkoeffizient = a}*.

ajf =a- sIJ)-001 | SD von X; iiber beide Gruppen.
Spool _ 1 Wl /2

J m JJ

in Matrizenschreibweise: a* =

\/anzdiag(Wl/z) -a

Relative Bedeutung der einzelnen Variablen X

m
PT; = ( /Z|a;;|> -100%
k=1

3 Referenzen
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! www.uni-kassel.de//fb07/ivwl/Lehrveranstaltungen/Multivariate 14_Diskriminanzanalysel_%20(5).pdf,
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2 www.sjsu.edu/faculty/guangliang.chen/Math253S20/lec4RayleighQuotient.pdf,
download 11.11.2022

3 www.uwe-mortensen.de/KlassifDiskriminanzAllgemein.pdf, download 11.11.2022
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Appendices

A Varianzanalyse Anova

Notation der Variablen und Indizes

Grosse Abk. Index max.Wert Bereich

Gruppe G Jj g 1<j<g
Objekt 0] ] nj lgignj
Merkmal X k m 1<k<m

A.1 Einleitung

Das Prinzip der Varianzanalyse (ANalysis Of VAriance)) besteht in der Zerlegung
der Varianz einer metrisch skalierten abhéngigen Variablen. Die Gesamtvarianz
Ts setzt sich aus der sogenannten <Varianz innerhalb (within, nicht erklédrter An-
teil) der Gruppen>, Wg, und der «Varianz zwischen (between, erklirter Anteil)
den Gruppen>, Bg, zusammen. Das Verhiltnis F der beiden Anteile wird im
Rahmen einer Varianzanalyse in einem F-Test verglichen. Wenn keine Gruppen-
unterschiede bestehen, kann die Varianz zwischen den Gruppen nicht von der
Varianz innerhalb der Gruppen unterschieden werden (kleines F, Nullhypothese
nicht verworfen). Ist die Varianz zwischen den Gruppen markant grosser als die
Varianz innerhalb der Gruppen, lassen sich die Effekte der abhédngigen Variablen
signifikant nachweisen (grosses F, Nullhypothese verworfen).

A.2 Notation der Anova

Gegeben sei eine Stichprobe mit gesamthaft N beobachteten Objekten O (Beobach
tung, Messwerte; normalverteilt) mit unabhingigen Eigenschaften A, Faktoren
genannt (einfaktoriell, zweifaktoriell, etc.). Jeder Faktor sei in Stufen unterteilt,
jede Stufe (Faktorstufe) entspricht somit einer Gruppe des Faktors.

Wir beschrinken uns im Weiteren auf den einfaktoriellen Fall, d.h. wir betrachten
nur eine unabhiinge Eigenschaft A mit verschiedenen Stufen (Gruppen).

N setzt sich zusammen aus der Summe aller beobachteten Objekten iiber alle
Gruppen, wobei n; jeweils den Umfang der j-ten Gruppe eines Faktors darstellt.

N:iw. (A-1)
j=1

Der Wert einer Beobachtung sei:
xji, wobei:

15



Index i: i-tes Objekt (Untersuchungseinheit): i =1, 2,...,n;
Index j: j-te Gruppe (Faktorstufe A;): j=1, 2,....g
Dann berechnet sich der Mittelwert innerhalb der Gruppe j durch:

j :_anv (A-2)

n.]l

und der Gesamtmittelwert durch:
_ 1 g N 1 8 _
=y X L= Y (A-3)
j: : :

Fiir einen Faktor mit mehreren Stufen (Gruppen) gilt allgemein die Varianzzer-
legung,

g Ny g
Y Y (=% = Yo — +ZZ%1%, (A-4)
j=li=1 =

j=1li=
wie weiter unten noch bewiesen wird, abgekiirzt oft geschrieben als:

Ts = Bs + Ws, (A-5)

mit folgenden Bedeutungen:

Ts : Totale Streuung. Abweichungen der Objekte vom Gesamtmittelwert x:
5 2
Ts = Z (xji—%)", (A-6)

Bg: Streuung zwischen den Gruppen (between), erkliarte Abweichungen:

8
Bg = an(fj—f)z, (A-7)

Ws: Streuung innerhalb der Gruppen (within), nicht erkldrte Abweichungen:

Wy = Z Z Xji— %)% (A-8)

j=1li=

Das Verhiltnis F' der beiden Anteile Bg / W wird im Rahmen einer Varianzana-
lyse in einem F-Test verglichen, um zu priifen, ob sich Effekte der abhingigen
Variablen signifikant nachweisen lassen. Dieses Verhiltnis gibt deshalb wichtige
Hinweise dariiber wie die Hypothesen zu bewerten sind,

B Yé_ nj- (% —x)?
F:WS: gflnj’(_’ )_2. (A-9)
s Xjoi Xty (% — X))
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A.3 Beweis von Ty = By + Wy

n
Lemma: Es seien ay,...a, beliebige n reelle Zahlen und a = Z a;/n sei ihr arith-
i=1
metisches Mittel. Weiter sei b eine andere beliebige reelle Zahl. Dann gilt:

i(ai—d)z = i(ai—b)z—n(d—b)z. (A-10)

i=1 i=

—_

Beweis
Es gilt:

= Y (@b nla—bP—2a—b)Y(@-b)  (AlD

Da
Z(ai—b):al—b+a2—b,...+an—b
i=1
=a1+a+..+a, — n-b (A-12)
und
n
Zai:n a,
i=1
folgt

n
Z —n a—b)2 i g.ed. (A-13)
i=1

'M=

~
—_

Zerlegung der Quadratsumme

Die Quadratsumme ist iiber die Gesamtvarianz definiert. Weiter sei n; der Stich-
probenumfang der j-ten Gruppe und N = nj +n3 + ... +n;. Der Mittelwert inner-
halb einer Gruppe x; wurde in (A-2) definiert, entsprechend beschreibt (A-3) den
Gesamtmittelwert X. Dann kann die Quadratsumme {iber die Gesamtvarianz

m L

zerlegt werden, und zwar gemaiss (A-4),

g Ny 8 g
Y Y =02 =Y ni(x—07+ Y Y (xij—%)?

j=1i=1 j=1 j=li=1

(xij — (A-14)

T Ms
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Beweis: Wir betrachten die j-te Teilsumme

j

Y (i — %) (A-15)

i=1
Anhand des obigen Lemmas erhilt man mit b = x; sofort

Z(Xﬁ—)f)z:Z(in—fj)z—nj(f—fj)z. (A-16)
i=1 i=1
Durch die Umkehr des Vorzeichens im letzten Glied von (A-16) und Summation
beider Seiten iiber die Gruppenj, j = 1,...,g erhidlt man die in (A-4) postulierte
Zerlegung der Quadratsumme QSg.s von (A-14). Die erste Summe auf der rechten
Seite entspricht der Quadratsumme zwischen den Gruppen und ist identisch mit
(A-7).

8
0Sa =Y nj(xj—%)>*. (A-17)
j=1

Die zweite Summe auf der rechten Seite heisst oft OS;,,, entspricht der Quadrat-
summe innerhalb der Gruppe und ist identisch mit (A-8)

g N
OSim =Y. ¥ (xji—%)* . (A-18)
j=1i=1
Symbolisch schreibt man
QSges = QSZW + QSzrm =Ty = Bs + Ws. (A-19)
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B Beweis des Satzes von Courant-Fischer

Nach Vorlesungs-Skripts: G. Chen, San José State University, USA 2
U. Mortensen, 10.12.2019, Universitit Miinster, BRD 3

Der Raleigh-Quotient ist wie folgt definiert :
B xTAx

O(x) = (B-1)

xT'x

Dieser Ausdruck spielt in der LDA eine zentrale Rolle. Er gilt fiir alle sym-
metrischen Matrizen A € R™* " und ist damit anwendbar zur Losung des Prob-
lems:

= /,Lrnax (B'2)

(xeR™[|x|=1) XTX
mit Anax als grosster Eigenwert, produziert von x, welches den grossten Eigen-
wert von A erzeugt.

Da Q(x) auf Skalierung invariant ist, kann auf die Einheitskugel fokussiert wer-
den:

max XTAX = Amax (B-3)
(xeR™|x[=1)

Der Satz von Courant-Fischer stellt die Eigenwerte einer symmetrischen oder her-
miteschen Matrix als minimale resp. maximale Rayleigh-Quotienten dar.

Den Beweis des Maximierungsproblems erbringen wir mittels zweier Verfahren,
nidmlich:

- Beweis mit linearer Algebra (Kapitel B.1)
- Beweis mit Differentialrechnung (Kapitel B.2)

B.1 Beweis mit linearer Algebra

Dieses Vorgehen fiihrt iiber die Spektralzerlegung einer Matrix.

Beweis: A ist nach Voraussetzung symmetrisch, daher gilt:

A =QAQ" (B-4)

wobei Q = [q1,...,qn] die Matrix mit den orthonormalen Eigenvektoren,

und A =diag(4y,...4,), die Diagonalmatrix mit den entsprechenden Eigenwerten,
sortiert in absteigender Reihenfolge (d.h. A; > ... > A,), darstellt.

A besitzt die Eigenwerte A; und die korrespondierenden Eigenvektoren v;. A und
A haben die gleichen Eigenwerte. Die Eigenvektoren von A sind die Einheitsvek-
toren e; der Standardbasis. Weil Q orthonormal ist, gilt ||Qx|| = ||x||. x ist orthog-
onal zu v;, wenn Qx orthogonal zum i-ten Einheitsvektor e ist. Deshalb geniigt
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es, nur den Fall zu betrachten, bei dem A = A ist.(alternativ: Mit nachstehender
Umformung kann dieser giinstige Fall zur Berechnung herbeigefiihrt werden).

Dann gilt fiir jeden Einheitsvektor x:
X'Ax = x'(QAQ")x = (x'Q)A(Q'x) = y'Ay (B-5)

Dabei haben wir y = QT x gesetzt, wobei y, wie (B-6) zeigt, ebenfalls einen
Einheitsvektor darstellt.

Iyl =¥y = Q@TQ"%) =x"QQ'x =x"x =1  (B-6)
) |

Das urspriingliche Optimierungsproblem (B-3) lautet nun unter Beriicksichtigung
von (B-5) folgendermassen:

T
max A . B-7
(XE'R"“ZIIXH:I)y L Y (57
diagonal

Um dieses neu formulierte (vereinfachte) Problem zu 16sen, schreiben wir fiir den
Vektor y =(y1....,y,) 7 :

Moo 0] .
YIAY = 1yl | 2 L C =Y At (B-8)
0 ... A& A i=1

Die Eigenwerte sind in absteigender Reihenfolge sortiert und es gilt:
M>h>.. >N (B-9)
Wegen (B-5) muss gelten, dass:
V4t 4yi=1 (B-10)

Unter Beriicksichtigung von (B-9) und (B-10) erreicht (B-8) seinen Maximalwert
dann, wenn wir den grossten Eigenwert mit dem entsprechenden Einheitsvektor
multiplizieren;

Amax = A1, sowie
y=1,y5=..=y>=0, dh.
y = ejverwenden. (B-11)

Fiir den grossten Wert von (B-8) gilt also:

max = A;. (B-12)
(yTAy)

Den Maximierer des zugehorigen Originalvektors x erhalten wir unter verwen-
dung der Substitution aus (B-5):

x=Qy=Q(+e;) = £q (B-13)

Daraus folgt, dass die quadratische Form x'Ax ihr Maximum mit dem grossten
Eigenvektor +q; und dem grossten Eigenwert von A, A; = Apax, erreicht.
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B.2 Vorgehen mittels Differentialrechnung

Alternativ konnen wir Theorem (B-3) mittels der Methode des Lagrange Multip-
likators beweisen. Die dazugehorende Lagrange-Funktion lautet:
L(x,A) = xTAx — A(|x|* = 1). (B-14)
—_——

Randbedingung=0

Zum Auffinden der Extrema von (B-14) berechnen wir den Gradienten der Funk-
tion und setzen ihn O.

Zuvor miissen wir aber ein paar niitzliche Regeln zur Ableitung von Funktionen
mit vektorieller Variablen x bereitstellen. Es sei A € R™" eine konstante sym-
metrische Matrix, B € R™" eine konstante rechteckige Matrix, und a € R" ein
konstanter Vektor.

Regeln fiir ausgewihlte Ableitungen:

1. Partielle Ableitung des Produktes eines konstanten Vektors mit einer vekto-
riellen Variablen:
J 1

ox @

Beweis: Wir nehmen fiir alle Terme von 1 < k <n die k-te Ableitung, daraus

folgt (B-15):
8
8xk an (Z a,x,) = qa

2. Ableitung des Quadrats der Norm einer vektoriellen Variable:

d
2 (1) = 2x (B-16

x)=a (B-15)

Beweis: Wir nehmen fiir alle Terme von 1 < k < n die k-te partielle Ableitung,

daraus folgt (B-16)
d
e (HXH (Zx ) = 2x¢

3. Ableitung einer quadratischen Form:
d (1
(x"Ax) =2ax, (B-17)
ox

Gegeben sei eine konstante symmetrische Matrix A € R("*") sowie Vek-
toren x € R”. Wegen der Symmetrie gilt A = A”. Dann beschreibt der
Ausdruck (B-17) den Gradienten der quadratischen Form f(x) = xT Ax.
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Fiir das Verstéindnis ist der Teil (B-17.1) bis (B-17.12) nicht notwendig und
der Leser kann direkt zum Kapitel 4 ”Ableitung des Normquadrates einer
Matrizenmultiplikation” springen (Formel B-18). Der Teil zum Beweis von
(B-17) dient dem mathematisch interessierten Leser.

Beweis:

Wir bilden die partiellen Ableitungen in Richtung der generischen Vek-
torkomponenten x;, mitk = 1,...,n. Diese n partiellen Ableitungen ergeben
zusammengefasst den Losungsvektor.

Der Beweis ist allgemein formuliert und jeweils am Beispiel der Funktion
f(x) = xTAx mit Vektor x € R und Matrix A € RG*3)_ sowie der gener-
ischen Vektorkomponente x;, k = 1, illustriert.

Allgemein: Die partielle Ableitung der quadratischen Form (B-17), aus-
gedriickt als Summe, lautet :

0
Ox < TAX) ox; <ZZ%WJ> (B-17.1)

Beachte, dass der Klammerausdruck der rechten Seite das Skalarprodukt
darstellt, wobei die Komponenten des Vektors x’ mit dem Laufindex i und
diejenigen des Vektors x mit dem Laufindex j bezeichnet sind.

Beispiel: Aussummiert lautet das Skalarprodukt f(x) = xTAx folgender-
massen:

allx% + apxixa + ap;zxixz
ZZalelx] = 4 axixpx1 + axnxyxo + a3xoxs (B-17.2)
+ az1x3x1 + azyxzxy; + a33x§.

Wir wenden uns nun der partiellen Ableitung zu. Ausdruck (B-17.1) kann
auch geschrieben werden als:

d d
—_ <ZZa,‘jxixj> = a_xk ( Z AfjXpXj Z ajkXiX j —|—akkx%) . (B-17.3)

J#k i#k

i=k =k

Fiir die partielle Ableitung liefern nur die Ausdriicke mit x; einen Beitrag,
fiir alle anderen Elemente ist Ableitung O.

Die 1. Summe entspricht der Ableitung der k-ten Zeile, ohne quadratisches
Glied, und ergibt:

( Z aijkxj> = Z ajjX;j. (B-17.4)
]35]/; JFk
l
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Die 2. Summe entspricht der Ableitung der k-ten Spalte, ohne quadratisches

Glied, und ergibt:
0
a— ( Z aikxixk> = Zaikxi. (B—17.5)
Xk \ iZk i+k
j=k

Die 3. Summe entspricht der Ableitung des quadratischen Gliedes, und

ergibt:

d
a—Xk (akkx,%) = 2akkxk. (B—17.6)

Zusammengefasst ergibt die 1. partielle Ableitung:

d
a— (XTAX> = Zaijj + Zaikxi + 2axy
H j#k ik

= Y axj + ) xiag (B-17.7)
J i

Beispiel: Die Vektorkomponente x;, k = 1, die sich aus der partiellen Ableitung

von (B-17.2) berechnet, bendtigt nur die folgenden Term, alle anderen ergeben
0:
a1 X} +apxix; + ai3xixs + a1 xx) +azxax (B-17.7a)

Formel (B-17.7) angewandt auf (B-17.7a), und umgeformt in Matrizen-
schreibweise liefert:

3 3
X 1 — ajxy + apxa + apxs ]
];ak,xﬂri;x,alk— < Lanrl + gy 4 ass. ) (B-17.8)

Wie man sich leicht tiberzeugt, entsprechen im Ausdruck (B-17.7) die Terme
ay; der k-ten Zeile, die Terme a;; der k-ten Spalte. Fiir den Rest des Be-
weises bedienen wir uns der folgenden Notation. Es soll gelten:

A(k,:) = k-te Zeile von A,
A(:,k) = k-te Spalte von A.

Ausdruck (B-17.7) kann somit umformuliert werden zu:

% (XTAX> = A(k,)x+x"A(,k). (B-17.9)
k

Nach Voraussetzung ist Matrix A symmetrisch. Daraus folgt fiir die parti-
elle Ableitung in Richtung von x; unmittelbar fiir (B-17.9):

=2A(k,:)x (B-17.10)

Es gilt nun diese partiellen Ableitungen in alle Richtungen der moglichen x;
durchzufiihren. Zusammengefasst ergibt sich somit die partielle Ableitung
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Zu:

[ - ("AX) ] r2A()x T
Jd (1 5 T .
$<X Ax) = | 2GTAx) | = | 2A(ko)x | =2Ax. (B-17.11)
i ai,, (XTAX) ] | 2A(n,1)x
Beispiel:
P ap ap as X1
x (XTAX> = [Xl X2 X3 } azr ax a4 |- | X2
a1 asy as3 X3
ap ap as X1
=21 ay an a3 || x
as] asy asj X3
(B-17.12)
Numerisches Beispiel
Es sei:
4 1 2 X1
A= 1 8 5 , X= | X2 |,
255 X3

sowie die quadratische Funktion

1
f(x)=< (XTAX) = Zx% + 4x% + 2)6% + x1x2 + Sxpx3 + 2x3X] .

2
9 dxi + x + 2x 41 2 x|
— a—f(x) = x1 +8n +50 |=|185]||x|=Ax
X 2x; + 5xp + 4x3 255 x3
. Ableitung des Normquadrates einer Matrizenmultiplikation:
d 2 T
5 (IBx|?) = 2B"Bx. (B-18)

Beweis: Der abzuleitende Term kann folgendermassen erweitert werden:

|Bx||> = (Bx)” (Bx) = x” (BB)x. (B-18a)

Dann folgt (B-18) direkt aus dem Beweis von (B-17).
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Unter Beachtung dieser 4 Regeln erhalten wir fiir unsere Lagrange-Funktion (B-
14) folgende Losungen :

% =2Ax—A(2x)] =0 = Ax=Ax. (B-19)
ﬁ—HXH -1 =0.= || x||'=1 (B-20)

Dies impliziert, dass x, A ein Eigenpaar der Matrix A ist. Fiir irgendeine Losung
A =A;,x = vj, nimmt der Rayleigh-Quotient folgenden Wert an (zuerst Ax = Ax
beidseitig mit viT multiplizieren):

viAv; = vi(Avi) = Aivil> = A (B-21)

Deshalb ist der Eigenvektor v; (paarweise mit dem zum grossten Eigenwert A;
von A) der globale Maximierer, der zum absoluten Maximum von A, fiihrt, einen
grosseren Wert gibt es nicht! In gleicher Weise ist das Paar, gebildet aus dem
Eigenvektor v, mit dem kleinstem Eigenwert A,,, der globale Minimierer mit ab-
solutem Minimum A, einen kleineren Wert gibt es nicht! Es gilt:

)Lmax > A1 > An > A'min (B—22)
Zusammengefasst gilt:

Eigenpaar (v1, ;) = Maximierer von X Ax

Eigenpaar (g, A,) = Minimierer von X' Ax

B.3 Generalisierter Rayleigh-Quotient

(n x m)

Weiter sei nun ein positiv definite Matrix B € R gegeben, d.h. sie hat die
gleiche Grosse wie die aus (B-1) bekannte Matrix A € R(™* ") Dann nennt man
die folgende Grosse:

x” Ax
- x’Bx

Qgen (X)

(B-23)

den generalisierten Rayleigh-Quotienten.

Den Beweis des Maximierungsproblems im generaliseirten Fall zeigen wir anhand
der Substitutionsmethode.

Der generalisierte Rayleigh-Quotient (B-23) wird dabei so umgewandelt, dass ein
“einfacher” Rayleigh-Quotient der Form von (B-1) gebildet wird. B besitzt eine
Quadratwurzel und kann deshalb zerlegt werden in

B = BY2.B1/2 (B-24)

weiter sei
y = Bl/zx, resp. y© :xT(Bl/Z)T (B-25)
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Somit wird der Nenner von (B-23) zu

x'Bx = x'BY/2B!/2%x = yTy. (B-26)
Unter Beriicksichtigung, dass B1/2.B~1/2 = (B1/2)-T(B1/2)T — I folgt
fiir (B-23):

xTAx  xT(BY/2)T(BY2)-T.A.B-1/2B1/% yT [(Bl/z)*T-A-B*I/2 y

Qeen(%) = x'Bx xTB1/2B1/2x B yly
T
D-
_r = (B-27)
Yy

Damit wurde der Ausdruck (B-27) in Bezug auf die Matrix D in einen einfachen
Rayleigh-Quotienten iiberfiihrt. Der Beweis des Maximierungsproblems kann
nun analog dem Resultat des einfachen Rayleigh-Quotienten des Absatzes 1.1
durchgefiihrt werden.

Allerdings lautet die Randbedingung nun:
IBY2%x|| =x"Bx = 1, (B-28)
und (B-3) wird im Falle des generalisierten Rayleigh-Quotienten zu:

max xTAX. (B-29)
(x€R™:||B!/2x||=xTBx=1)

Die Lagrange-Funktion wird zu:

L(x,A) =x"Ax— A (x'Bx—1). (B-30)
——
Randbeding-
ungen = 1

Ableitung und Nullsetzen von (B-30) liefert die Losungen:

% =2Ax—A(2Bx=0 — Ax=ABx (B-31)
JL 1/2 1/2
57 = B2 —1=0 — B! x| = 1. (B-32)

Unter Verwendung von B'/2 folgt fiir (B-31):

B~ !/2AB~1/2)(B~1/%x) = A(B'/?x)
D

—f—
(B—I/ZAB—1/2)y — Ay
Dy = Ay. (B-33)
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Das ist nun unser Eigenwertproblem fiir die Matrix D. Die urspriinglichen Eigen-
vektoren findet man durch die Riicktransformation :

x=B"2y. (B-34)

Die direkte Berechnung von x aus der zugehorigen Eigenmatrix berechnet sich
durch folgende Umformungen.

D in (B-33) ausschreiben und y = B!/2x verwenden, ergibt:

B71/2AB71/2B1/2X — ).BI/ZX
I

resp. B 1/2Ax = ABY/2%x (B-35)
Beide Seiten nun linksseitig mit B1/2 multiplizieren:
B2 12Ax = AB"V/2B1/2x. (B-36)
%,1_/ AI,_/
B

Oft wird x als Eigenvektor zum grossten Eigenwert A; als vy bezeichnet. Dann
wird (B-36) zu:
B_IAVl = Mv1 (B-37)

Das Paar (41, vq) berechnen sich als grosster Eigenwert und grosster Eigenvektor
der Matrize B~1A :

Da sich x und y auf gleichen Rayleigh-Quotienten beziehen, haben die Matrizen
B1/2. A.B~1/2ynd B~!A gleiche Eigenwerte, aber verschiedene Eigenvektoren.

B Av; = 4;v;y < Av; = ABv; (B-38)

Av = ABv heisst generalisiertes Eigenwertproblem
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